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Résumé. — Nous étudions l'ordre moyen du nombre de diviseurs des valeurs de 
certaines formes binaires quartiques qui ne sont pas irréductibles sur Q. 

Abstract. — We study the average order of the divisor function, as it ranges over 
the values of binary quartic forms that are reducible over Q. 
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1. Introduction 

Soient L\,L 2 G Z[x] deux formes linéaires non proportionnelles où x = {x\,X2), 
Q E Z[x] une forme quadratique irréductible sur Q et 1Z une région bornée convexe 
de R 2 . Nous nous proposons d'estimer asymptotiquement lorsque X tend vers +oo 
la somme 

T(X) = Yl r(L 1 (x)L 2 (x)Q(x)), 
*.ez 2 nxii 

où X1Z := {Xx : x G 1Z}. Ici, r désigne la fonction nombre de diviseurs. 
Cette estimation résultera de l'étude de la somme 

S(X):=S(X;L 1 ,L 2 ,Q,n)= T ( L i( x )M L 2(x))r(Q(x)). 

xez 2 nx-R. 



Classification mathématique par sujets (2000). — 



11N37. 



2 



R. DE LA BRETÈCHE & T.D. BROWNING 



Ce travail a certains points communs avec [2] où nous généralisions le travail de 
Heath-Brown [5] concernant les sommes 

£ r(L 1 (x))r(L 2 (x))r(L 3 (x))r(L 4 (x)), (1.1) 

lorsque les Lj sont des formes linéaires non proportionnelles deux à deux. Ici la 
quantité r(n) désigne le nombre de représentations de n comme une somme de deux 
carrés. 

Dans toute la suite, nous ferons sur les formes L±, L 2 , Q et TZ les hypothèses 
minimales suivantes : 

(Hl) 1Z est un ouvert borné, convexe avec une frontière définie par une fonction 

continuement différentiable par morceaux, 
(H2) L\ et L 2 ne sont pas proportionnelles et Q est irréductible sur Q, 
(H3) Lj(x) > et Q(x) > pour tout xéK, 
et nous noterons 



L x (x) 
M*) 

Q(x) 



aixi + 6ix 2 , 

a 2 xi + 6 2 x 2 , (1.2) 

03^1 + &3^| + C3^1^2, 



avec 



A = disc(Q) = 4- 4a 3 6 3 . (1.3) 
Nous introduisons les notations, lorsque d = (d±, d%, cfo) G N 3 , 

A(d) := {x£Z 2 :di\ ^(x), 0(3 | Q(x)} (1.4) 

et 

e (d) = £(d;L!,L 2 ,Q) := #(A(d) n [0, d 1 d 2 d 3 ) 2 ) . (1.5) 
Le résultat principal de notre article est le suivant. 

Théorème 1. — Soit e > 0. Lorsque L\, L 2 ,Q,1Z satisfont (H1)-(H3) et lorsque 
X ^ 2, on a 

T(X) = 2Cvol{TZ)X 2 (logX) 3 + 0(X 2 (logX) 2+£ ), 

où la constante implicite dans le O dépend de e, des formes linéaires L\,L 2 ,Q et de 
la borne supérieure de 1Z et où 

C : = Il (l - I) 3 (l + £ e ^ pU > 1} + e{ P V ' 1; 1} + ^ l ' pV 



Ce problème s'inscrit dans le cadre plus général de l'estimation de la somme 

T F (X)= ^ 

lorsque F est une forme binaire de degré 4 de Z[x]. Lorsque F est irréductible sur 
M, Daniel [4] a montré 

T F (X) = 4C F vol{TZ)X 2 logX + 0{X 2 loglogX) 

lorsque K = {x G R 2 : |/(x)| < 1} et 

Cf = Y[(i-^) Y, ^2^> 



avec QF{d) := #{x G [0,d) 2 : d | F(x)}. 
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Nous sommes convaincus que les méthodes développées dans cet article seront 
utiles pour établir une estimation asymptotique de Tp{X) lorsque F est une forme 
binaire de degré 4 de Z[x] qui n'est pas traitée par notre résultat ou celui de Daniel. 

Remerciements. — Une partie de ce travail a été réalisée lors de la venue du 
deuxième auteur à l'Université Paris 7-Denis Diderot et à l'Université Paris 6— 
Pierre et Marie Curie. Que ces institutions soient ici chaleureusement remerciées 
pour leur accueil et leur soutien financier. Le deuxième auteur bénéficie du soutien 
de la bourse EPSRC numérotée EP/E053262/1. 



2. Méthode et autres résultats 

Pour établir le Théorème [H nous estimons des sommes généralisant S(X) en prê- 
tant une attention particulière à l'uniformité par rapport aux différents paramètres. 
Pour cela, nous introduisons les quantités suivantes 

L OQ = L OQ {L u L< 1 ,Q) :=max{||Li||,||L 2 ||,||Q||} (2.1) 

où || • || désigne le maximum de la valeur absolue des coefficients de la forme con- 
sidérée, et 

^oo = ^oo(^) := sup max{|xi|, \x 2 \}, (2.2) 



r' = r\L x M,Q,K) ■= sup max{|Li(x)|, |L 2 (x)|, y/\Q(x)\}. (2.3) 

x&TZ 

Dans toute la suite, nous considérerons, pour des ensembles V de R 3 définis comme 
une intersection finie d'hyperplans à coefficients bornés, les sommes définies par 

S(X;V):=S(X;L 1 ,L 2 ,Q,TZ,V) = £ r(Li(x), L 2 (x), Q(x); V), 
avec, lorsque V Ç [0, l] 3 , 

ck | Li(x), d 3 | Q(x 

r(L 1 (x),L 2 (x),Q(x);U) := # { 



d G N' 



3 



log di log d 2 log d 3 
logr'X' logr'X' 21ogr'X 



G V 



La dépendance de r(Li(x), L 2 (x), Q(x); V) à X et 1Z sera toujours omise. Lorsque 
V = [0, l] 3 , nous avons S(X, V) = S(X). 

Théorème 2. — Soit e > 0. Lorsque L\, L 2 ,Q,1Z satisfont (Hl)-(HS), V est un 
sous-ensemble de [0, l] 3 défini comme une intersection finie d'hyperplans à coeffi- 
cients bornés et r'X l ~ £ 1, on a 

S(X; V) =2 vol(ft) vol(U)X 2 (log r'X) 3 a v 

p (2.4) 
+ o(L%( roo r' + r^)X 2 (logX) 2 log log x), 



ou 

1n \ 3 g{p v \p V2 ,p Vi 



a P '■- X 1 p) p 2u 1 +2u2+2u 3 ■ ( 2 - 5 ) 
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L'ensemble (|1.4p n'est pas un réseau. L'étape essentielle de la preuve de cette 
estimation est de se ramener à un comptage sur des réseaux de Z 2 en s'inspirant de 
l'important article [4j- 

Le Théorème [2] nous permet d'estimer des sommes plus générales de la forme 

S(X,d,T>;V) = S(X, d, D; L\,L 2 , Q, K, V) 

V" ^/Li(x) L 2 (x) Q(x) \ 
^ V d\ ' d 2 ' d 3 ) ' 

x6A(D)nA"R 

lorsque d, D G N 3 tels que di\ Di. 
Considérons 

a p {à,V) :=[!--) 2^ „27V 1+ 27V 2+2j v 3 ' ( 2 ' 6 ) 

avec 

Ai = w p (di) 5 m = Vp(Di), Ni = max{m, v { + À;}. (2.7) 
Soit <5(D) le plus grand entier 5 tel que 

A(D)Ç{xeZ 2 : 6\(x 1 ,x 2 )}, (2.8) 

où (xi,X2) désigne, ici et dans toute la suite, le pgcd des entiers x\ et x 2 . Lorsque 
L\,L 2 ,Q des formes satisfont (H2), nous écrirons £i,£ 2 ,q des entiers et Ll,L^,Q* 
des formes primitives tels que 

L x =l x L\, L 2 = £ 2 L* 2 , Q = qQ*, (2.9) 

et utilisons la notation 

TV - ( Dl D<2 Dz \ 

D :_ \ cd^ô ' tpïm ' jp^qj ) ■ (2 " 10) 

Nous emploierons systématiquement la notation 

D := D X D 2 D 3 

et 

A12 := Res(Li, L 2 ) = a\b 2 - a 2 bi, 
A i3 := Res(Lj, Q) = a 3 b 2 + b 3 a 2 - c^bi = Q(-bi, ai). 



(2-11) 



Comme Q est irréductible, nous avons Aj3 ^ 0. De plus, comme L\ et L 2 ne sont 
pas proportionnelles, on a A12 7^ 0. Nous notons aussi 

a(D, A) := (D u A 12 )(D 2 , A 12 )(D 3 , A(A 13 , A 23 )), (2.12) 

avec A := (A, A12, A13, A23) et A introduit en (11.3p . Enfin, nous posons 

a'(D, A) := (Dj, A' 12 )(D^ A' 12 )(D 3 , A'(A' 13 , A 23 )), (2.13) 

où A' := (A'.Ai^Aia.A^) = (A/q 2 ,A l2 /e l £ 2 ,A 13 /e 2 l q,A 23 /elq). Autrement a' 
prend la valeur a après avoir rendu les formes Li,L 2 ,Q primitives. A partir du 
Théorème [21 nous démontrerons le résultat suivant. 
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Théorème 3. — Soit e > 0. Lorsque L±, L 2 ,Q,1Z satisfont (H1)-(H3), V est un 
sous-ensemble de [0, l] 3 défini comme une intersection finie d'hyperplans à coeffi- 
cients bornés, d et D tels que di | Di et r'X 1 -" ^ 1, on a 

S(X, d, D; V) =2 vol(ft) vo\{V)X 2 (log r'X) 3 a p (d, D) 

p 

+ O ( ( ^ ( L p } )£ fl/ (Di A) (r^r 7 + rl)X 2 (log X) 2 log log x) . 

De p/tis, on a ]lpO"p( d ' D ) <C L^ £ a'(D,A). 

La somme S^X, d, D; y) est directement reliée au cardinal des points à coor- 
données entières sur la variété affine d'équation 

Lj(x) = diSiU, Q(n) = d 3 s 3 t 3 . (2.14) 

La constante attendue dans le terme principal de S(X, d, D; V) peut être interprétée 
comme un produit convenable de densités locales avec u>oc(lZ,V) la densité archi- 
médienne associée à la variété définie par (|2.14p . Cette quantité sera explicitement 
définie en (|4.ip . De la même manière que dans [2] pour les sommes introduites 
en (jl.ip . nous montrons que le terme principal est bien celui qui est attendu. 

Lorsque A = (Ài,À2,A3) G ^>o> M = {^ii 1^2, ^3) G ^>o e t P un nombre premier, 
nous considérons 

{-Z^(x) = p^^ Sjtî (mod p n *j 
(x, s,t) G (Z/p"Z) 8 : Q(x) = p^ali (mod p") 
pw | Li(x), p^ 3 | Q(x) 

et 

:= lim p- 5 "- Al - A2 - A3 iV A , M (^). 

n— >oo 

Cette quantité correspond à la densité p-adique associée à la variété définie par (I2.14|) . 

Théorème 4- — Soient L\, L 2 ,Q,TZ satisfont (H1)-(H3) et d, D tels que di \ D{. 
On a cjcofà, V) = 2vol(7£) vol(V) et oJ\^{p) = o~ p (d, D), pour tout p. 

Le Théorème [3] permet facilement de démontrer d'autres résultats dont nous au- 
rons besoin dans un travail ultérieur concernant la conjecture de Manin et qui ont 
été à l'origine de ce travail. 

Le premier concerne l'estimation des sommes 

S*(X,d,-D;V) = S*(X,d,-D;Lx,L 2 ,Q,K,V) 

/Mx) L 2 (x) Q(x) \ 
xeA(D)nx-R. z ô 

(xi,X2) = l 

lorsque d, D G N 3 tels que di \ Di. Pour exprimer notre résultat, nous introduisons 
g*(d) = Q *(d;L 1 ,L 2 ,Q) 

:=#{xG A(d) n[0, d^ds) 2 : (x u x 2 , d 1 d 2 d 3 ) = 1} . ^''^ 
Lorsque v p (D) ^ 1, nous définissons 

<7 p (d,D) .= (1--J ^ p2j V 1+ 27V 2 +27V 3 ■ ( 2 - 16 ) 
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où les Ni sont définis par (12. 7h alors que lorsque v p (D) = 

Corollaire 1. — Soit e > 0. Lorsque L\, L 2 ,(5,7£ satisfont (H1)-(H3), V est un 
sous-ensemble de [0, l] 3 défini comme une intersection finie d'hyperplans à coeffi- 
cients bornés, d et D tels que di | Di et r'X 1 - 6 > 1, on a 

S*(X, d, D; V) =2 vol(ft) vol(F)X 2 (log r'X) 3 <r*(d, D) 

p 

+ 0(( J DL 00 ) £ a'(D, A)( roo r' + r 2 ,)* 2 (log X) 2+e 

Enfin, but ultime et motivation principale de cet article, nous estimations la 
somme 

T*(X;V)= 9(^i(x),L 2 (x),Q(x);F). 
xez 2 nxrc 

(x 1 ,x 2 )=l 

où g = t * h est une fonction arithmétique multiplicative proche de r au sens de la 
convolution, V Ç [0, l] 3 et 

5 (L 1 (x),L 2 (x),Q(x) ; y):= £ (1 

d|L 1 (x)L 2 (x)Q(x) 
d i =(d ) i i (x)),d3=(d,Q(x)) 

( log log ^2 logd ? Vu 

V log r'X ' log r'X ' 2 log r'X / 

de sorte que g(Li(x), L 2 (x), Q(x); [0, l] 3 ) = #(Li(x)L 2 (x)Q(x)). 

Nous introduisons le cardinal £>p(Vi, ^ 2 , ^3) défini lorsque v = v\ + z/ 2 + Us ^ par 



^(^1,^2,^3) := # < 



Il 

xeZ 2 n[0,/ +1 ) 2 : p^ 3 II Q(x), 
(p,xl,x 2 ) = 1 



Ici, pour v et n la relation || n signifie que v p (n) = v. Nous introduisons aussi la 
densité V2, ^3) définie par 

Cette quantité s'exprime en fonction de la fonction g* grâce à la formule 

Q * (pVl+Vl ,p^+<X2 ; 

y-L } - ■ ~ — 

<tG{0,1} 



avec la convention f?*(l, 1, 1) = 1 — 1/p 2 . 

Nous considérons les fonctions g telles que la fonction h = g * \i * \i satisfasse 



deN 

pour une constante r/o > 0. 



£j^«i ("») 
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Corollaire 2. — Soient e > 0, Li,L 2 ,Q,TZ satisfaisant (Hl)-(HS), V est un sous- 
ensemble de [0, l] 3 défini comme une intersection finie d'hyperplans à coefficients 
bornés et g une fonction multiplicative satisfaisant (|2.19p pour un rjo > fixé. 
Lorsque X ^ 2, on a 

T*(X;V) = 2C*vo\(TZ)vo\{V)X 2 (\ogXf + 0(X 2 (logX) 2+£ ) , 

où la constante implicite dans le O dépend des formes linéaires L\, L 2 , Q, de la borne 
supérieure de 1Z et des constante 770 et e et où 



^^U^-lYi E 9(P U1+U2+U:i )t(^^,^)}- (2.20) 



Le Corollaire [2] permet d'avoir une version du Théorème [T] avec une somme 
restreinte aux couples à coordonnées premières entre elles en prenant g = r et 

y = [o,i] 3 . 

Le résultat suivant permet d'expliciter comment on peut faire apparaître des 
conditions portant sur logmax{|xi|, \x2\} dans le volume V. Soit la somme 

T'(X-V')- V g'0Mx),£ 2 (x),Q(x);F') 
9 4^ maxlbil, \x 2 \} 2 

(xi,X2) = l 

où V Ç [0, l] 4 et 

5 '(L 1 (x),L 2 (x),Q(x);0 := £ (l*h)(d). 

d|L x (x)L 2 (x)Q(x) 
di={d,L t {x)),d 3 =(d,Q{x)) 

I log d\ l°grf2 lo g d 3 logmax{|3: 1 M^l} ^ r \n 
\ log Y ' log Y" ' 2 log Y' log Y / t v 

La définition de cette fonction dépend de Y qui dépendra de X. Nous notons aussi 

Vl(u) := {t G [0, l] 4 : U ^ U < « (1 < i < 3)}. 
Nous déduisons du Corollaire [2] l'estimation de T^(X; V') suivante. 

Corollaire 3. — Soient e > 0, L\, L 2 ,Q,1Z satisfaisant (H1)-(H3) tel que r' x 1, 
V' est un sous-ensemble de [0, l] 4 défini comme une intersection finie d'hyperplans à 
coefficients bornés et g une fonction multiplicative satisfaisant (12.190 pour unrjç, > 
fixé. Lorsque 2 ^ X ^Y ^ X l l £ , on a 

T g (x ; V) = 4C* voi(^) voi(y' n vtf (log log y)) (log y) 4 + 0((log X) 3+£ ) , 

où la constante implicite dans le O dépend des formes linéaires L\,L 2 , Q, de la borne 
supérieure de 1Z et des constantes r/o et e et où C* est définie en (12 .201) . 

Ce corollaire est un des points clés de [3] dans lequel les auteurs établissent une 
formule asymptotique pour le nombre de points rationnels de hauteur contrôlée 
sur une surface del Pezzo de degré 4 non-singulière. Pour cette application, il est 
important d'avoir le choix de l'ensemble V. 
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Détaillons maintenant le contenu de l'article. Dans la section El nous énonçons 
et démontrons les propriétés utiles de g* et g. Cela permet alors de montrer la 
convergence du produit eulérien intervenant dans l'expression du terme principal du 
Théorème EJ Dans la section HJ une interprétation géométrique de la constante du 
Théorème El est donnée pour démontrer le Théorème |U La section El est le cœur 
de l'article qui contient la démonstration du Théorème [2j La démonstration du 
Théorème El qui est détaillée dans la section (U repose sur une manipulation délicate 
qui permet de se ramener à des sommations sur des réseaux puis à des sommes 
traitées par le Théorème [2] après changement de variables. La fin de la section est 
consacrée au calcul explicite de la constante intervenant dans le terme principal. 
On trouvera la démonstration du Théorème [T] à la section [71 Celle-ci consiste à 
exprimer la somme T(X) en fonction des sommes estimées au Théorème El La 
section [H] contient la démonstration des trois corollaires. 



Nous rappelons les définitions (|1.5j) et (|2.15p . Nous rassemblons ici les informa- 
tions dont nous aurons besoin concernant la fonction g qui a été notamment étudiée 
dans [4], [6] et [7]. Dans la plupart des cas traités dans la littérature, il est sup- 
posé que les formes sont primitives c'est-à-dire que les coefficients de chaque forme 
linéaire sont premiers entre eux. Nous attacherons une importance toute particulière 
à l'uniformité des relations par rapport aux coefficients des formes Li,L2,Q. 

Le lemme suivant permet de se ramener à des formes primitives. 

Lemme 1. — Soient L±,L2,Q des formes satisfaisant (H2) et la notation (12, 91) . 
Alors, lorsque d S N 3 et d\ = d' 3 = d^/(ds,q), on a 



La démonstration est immédiate, nous n'indiquons pas les détails. Les fonctions 
g et g* sont multiplicatives. Nous pouvons donc nous contenter de les étudier sur 
des triplets de puissance de nombre premier. Nous rappelons les notations (|2.11|) . 

Lemme 2. — Soient L±,L2,Q des formes primitives satisfaisant (H2). 
1) Alors pour tout p premier et v G 2^o> on a 



3. Propriétés des fonctions g* et g 



g(d;L 1 ,L 2 ,Q) = g(d';Ll,L* 2 ,Q*) 



e*(/,i,i) = *(i,/,i) = ^). 

2) Lorsque p\ 2disc(Q) et v G Z^o, alors on a 

„*m i ^\ - , fdisc(Q)\ 




De plus si p est un facteur impair de disc(Q) ; on a 

g*(l,l,lf) < 2ip(p u )p min{[v ^ discm/2] ^ /2]} . 



Nous avons aussi 



<?*(!, 1,2") ^2 



,v+2 



3) Pour tout p, on a 





^fc ^max{ v\ , V2 , \v% /2] } 

avec m,}- := 2(min{i^i, k} + minji^) k} + min{f3, 2k} — k). 
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4 ) Pour tout p premier, nous avons 

Q\p v \p v \p Vi ) = 

lorsqu'il existe 1 ^ i < j ^ 3 tels que v p (Aij) < min{i/j, Uj}. En particulier, cette 
égalité est satisfaite lorsque p \ A13A23A12 et #{i : V{ ^ 1} ^ 2. 

5) Pour tout p premier et 1/3 ^ maxj^i, v<i\, nous avons 

Q*{p U \p U2 ,p U3 ) < ^(p^+^+^pUa+mmlut^M^)} _ 
Pour tout p premier et maxjz^, z^ 2 } < v%, nous avons 

g*(p Ul ,p U2 ,p U3 ) ^ 8ip(p Ul+u ' 2+U3 )p Ul+U2 p min {M disc (Q))/ 2 L k3/2]}_ 

Démonstration. — Ces résultats sont essentiellement démontrés dans [7], mais la 
nécessité de formules uniformes en fonction des formes Li, L2 et Q demande de 
reprendre toutes les démonstrations. 

Le point (1) et la première partie du point (2) sont clairs puisque les formes sont 
supposées primitives. Le point (3) est établi dans [BJ- 

Nous indiquons les détails de la preuve de la majoration de g*(l, l,p") énoncée au 
point (2) lorsque p est un facteur impair de disc(Q). On peut supposer que parmi 
03 et 63 au moins un des deux est premier à p. Supposons ainsi que (03, = 1. Le 
changement de variables y\ = x\ + 03X2/(203) et y 2 = 2:2/203 permet de montrer 
que 

g*(l,l,p") = #{( yi ,y 2 )e(Z/p"Z) 2 : y 2 1 -p k ôyi = 0(modp v ),pUyi,y2)}, 

où disc((5) = p k à~ et (ô,p) = 1. Si v ^ k, ces conditions se tranforment en (p, 2/2) = 1 
et p^/ 2 l | y 1 ce q m fournit 

g*(l,l,p») = <p( P 1/ )P [W2] - 

Si v > k, alors é>*(1, l,p v ) = si k est impair et si k est pair alors y± = p k ^ 2 y[ de 
sorte que 

e *(i,i, P n=p 3k/2 *{(yuy2) e ((z/ P ^ k zy) 2 y\ - 5 y 2 = o ( mo d P »~ k )} 

^2v(p v )p k/2 = MP v )P [k/2 \ 
ce qui fournit bien l'inégalité annoncée. 

Considérons maintenant le cas de g*(l, 1,2"). Lorsque 2 U | Q(x) et 2 f (xi,x 2 ), 
au moins une des deux coordonnées Xj est impaire. Appelons Xj l'autre coordonnée. 
Alors xj/xi est solution d'un polynôme de degré 2 modulo 2 n qui a donc au plus 4 
solutions modulo 2 n . L'inégalité recherchée en découle. 

Pour démontrer le point (4), remarquons que lorsqu'il y a une solution comptée 
par g* (p Ul , p 1 " 2 , p v ' A ) nous avons lorsque 1 ^ i < j ^ 3 

p min{ ^ } \A lJ (x 1 ,x 2 ) = A lJ , 

ce qui fournit le résultat annoncé. 

Le point (4) permet de restreindre au cas où min{i/i, v 2 } ^ v p (Ai 2 ), min{i/i, 1/3} ^ 
Vp(Ais), min{z/ 2 , ^3} ^ v p (A 2 3) pour démontrer le point (5). Supposons par exemple 
que v\ ^ max{i/2, z"3}. Nous avons 

g*(p Ul ,p U2 ,p U3 ) < p 2u2+2u3 g*( P Ul ,l,l) 

d'où le résultat. Le cas v 2 ^ max{z/i,i^} est identique. Lorsque ^3 > max{i/i,f 2 }, 
nous avons 

g*(p v \p v \p vz ) < p 2yi+2î ' 2 ^(l,l,p I/3 ) 
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ce qui fournit le résultat grâce au point (2). □ 

De ces informations sur g*, nous déduisons les propriétés suivantes. 

Lemme 3. — Soient L\,L2,Q des formes primitives satisfaisant (H2). 
1 ) Alors pour tout p premier et v £ Z^o on a 

2) Lorsque p] 2disc(Q) et v G Z^o, alors on a 
et pour tout facteur p impair de disc(Q), on a 

i,p v ) <c {v + i)p"+ miii {[»p( disc (o))/ 2 ].[ i, / 2 ]} i 

Enfin, nous avons 

g(l,l,2»)«(v+l)2 v . 

3) Lorsque max{z^i,^ 2 } ^ \^3~\ et P impair, on a 

g(p Ul ,p U2 ,p us ) <C (1S3 + i)p 2 ( Ul+u ^ +U3 p min {[ v p( disc (Q))/ 2 ],[v3/2}} _ 
De plus lorsque max{ui, v<i\ = 1 = 1/3 et p\ A12A13A23, on a 

g(p n ,p" 2 ,P V3 )<P 2(vi+U2) . 
Enfin lorsque maxj^i,^} ^ \\ v 3\ 

g{2 v \2 V2 ,2" 3 ) <C 2 2ui+2u2+V3 . 

4) Lorsque \^Vz \ ^ minj^i,^} et tout p premier, on a 

Q(p Ul P U2 P Ui ) ^ p" 1 +^+ 2 ^+ mill M^i' ! p( Al2 )} 
5j Lorsque Uj ^ [^3! ^ ^3 ^ ^ avec {i,j} = {1,2} e£ tout p premier, on a 

g(p Ul ,p V2 ,p VZ ) <C p 2 ^+^+ y 3+[^3/2]+mm{^ 3 /2l>p(A a )/2l}^ 

Lorsque uj ^ [5^3] ^ < ^3 avec {^j} = {1,2} e£ tout p premier, on a 

g(p Ul ,P U2 ,P U3 ) <C ^ 3 p 2 ^ + ^ + ^ 3 + ^ ;i / 2 ] (p min {^3/2l,r-y p (Ai 3 )/2l} -j-p'p^ 

avec 

r p := min{^ - [v 3 /2], \v p (A i3 )/2]} + min{[i/ 3 /2], [v p (disc(Q))/2]}. 

Les constantes implicites dans les majorations du lemme sont indépendantes des 
coefficients des formes binaires Li, L2 et Q. 

Démonstration. — Le premier point est trivial puisque les Lj sont primitives. 
Pour la deuxième assertion, nous avons 

0(1,1,?")= y, 0*(i,i,p max ^- 2fe '°>) P 2min ^ 2fc >- 2fc . 
0^^/21 

Le cas p \ 2disc(Q) est une conséquence directe du point (2) du Lemme El Sup- 
posons p un facteur premier impair de disc(Q). D'après le point (2) du Lemme El 
nous avons 

Ê»*(l, l,p max ^~ 2fc,0 ^)p 2min ^ ,2fc J'~ 2A: < 2p"(l - l/p)p min i^/ 2 ~ fc ]>M disc (<2))/2]} 

^ 2p"(l — l/p)p min {^/ 2 ]'M disc (Q))/ 2 ]} 5 
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ce qui fournit 

g(l, l,p") «S {y + 2) P V nin{[ ^ /2l ' Mdisc(Q))/2]} . 

La dernière inégalité du point (2) se déduit directement de celle qui lui correspond 
au Lemme [3J 

Démontrons le point (3). En ignorant les conditions p Vi \ Li(x) dans la définition 
de g(p Ul ,p U2 ,p U3 ), nous obtenons 

Q {p v \p v \p vz ) < p 2 ^ +V2) g(l,l,P V3 ) 

ce qui grâce au (2) permet d'obtenir le résultat recherché pour max{i/i, 1/2] ^ l^s] 
et p impair. Lorsque maxj^,^} = 1 = U3 et p \ A12A13A23, le point (3) et la 
première inégalité du point (5) du Lemme fournissent 

g(p Ul , p V2 ,p U3 ) = g* (p Ul , p U2 , p U3 ) + g* ( 1 , 1 , 1 )p 2{ui +U2 } 
= g*(l, 1, ^ p 2( n +^)_ 

Le cas p = 2 se traite de la même manière. 

Démontrons le point (4). Lorsque \\v$ \ ^ min{ ^1,^2}, puisque 

pCp" 1 , ^ 2 , p 1 ' 3 ) < p 2ua q(p Ui ,p U2 A) 

il suffit de supposer ^3 = 0. Nous nous plaçons de plus dans le cas v-i ^ v\. Nous 
partons de la relation issue du Lemme [2] 

g(p Ul ,p U2 ,l) = Yl g*(p Vl - k ,p Taax ^ 2 - k '^,l)p 2TDin ^ 2 ' k ^. 
La contribution des termes associés à k ^ vi est clairement 

Lorsque p f A12, les autres termes sont nuls. Lorsque p | A12 la contribution des 
termes associés à k < vi est 

Yj g*(p vl ~ k ,p V2 ~ k ,i)p 2k <C p Ul+U2+mïn ^ V2 ^p ( ~ Al2 ^ ^ 

max{0,!^2— fp(Ai2)}^A:<^2 

ce qui prouve le point (4). 

Pour établir le point (5), nous nous plaçons dans le cas v<z ^ ^ v \ et 

remarquons 

g(p vl ,p V2 ,p Va ) ^ p 2v2 g(p Ul ,l,p V3 ). 

Dans la somme 

g(p u \l,p v *)= Y g*(p^-\l,p max ^- 2k ^)p 2min ^ 2k \ 

la contribution des ^ \ es ^ 

<: Y P Ul+2u3 - k (l - l/p) = ^1+^+^3/2] _ 

Les autres termes de la somme sont nuls si p \ A 13 ou si p | A 13 et minl^i — k, v% — 
2k] > f p (Ai3). Nous nous plaçons donc dans le cas p | A13 et sommons sur les k 
tels que min{z^i — k, 1/3 — 2k] ^ u p (Ai3) 
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Lorsque p | A 13 et v\ ^ v 3 (ie v% — 2k ^ v\ — k pour tout k ^ 0), la contribution 
des A; < [5^3] est 

]T ^(^ 1 - fe ,l,^- 2fc )/ fc « ^«s-* 
0^fc< r^3/2l max{0,(^3-'fp(Ai3))/2}ï;fc< \v 3 /2] 

^ ^i+^3 + [^3/2]+min{ ^3/21 , K(Ai 3 )/2] } _ 

Lorsque p | A13 et v\ < v% (ie ^3— 2fc ^ z^i — fc seulement pour tout ^ k ^ V3—V1), 
la contribution des fc < [^3] est 

0^k<\v 3 /2] 

max{i/3— 1^1,(1/3— î; p (Ai3))/2}<fe< [^3/2] 

+ y~" p 2v 1 +i> 3 +min{[v p (disc(Q))/2],[v 3 /2]} 

max{0,vi—v p (Ai3)}^.k<V3—ui 
^ ^i+f3 + N/2]+min{ [v 3 /2] , [v p (A 13 )/2] } 

+ ^3p y i+ y 3+N/2]+min{^i-[ i v3/2]J« p (Ai3)/2l}+miii{[^3/2],[%(disc(Q))/2]} ) 

puisque fi ^ [^3/2] + |~i> p (Ai3)/2] est une condition nécessaire pour que la deuxième 
somme ne soit pas nulle. Cela clôt la démonstration. □ 

Ce qu'il faut retenir de ce lemme est que la fonction 

'< d > = JY7T 

ressemble à la fonction r : d 1— ► r(d) = r disc (Q)(oÎ3), où 

r d isc(Q)(0 := 5^Xdisc(Q)(*0 
k\d 

et 

Xdisc(Q) ( n ) ■— ( ' J ^ ) est le symbole de Kronecker. Nous notons h la fonction 
satisfaisant les relations 

/<<>-(*"><«-£»(!•!■!)'«■ 

Le résultat dont nous aurons besoin est le suivant. 

Lemme 4- — Soit e > 0. Lorsque Li,Lï,Q sont des formes satisfaisant (H2), 
nous avons 

sr iog(fcife 2 fc 3 ) 

^ hk2~k 3 ^ °°' 

keN 3 J 



£Vi particulier lorsque o~ p est défini par (|2.5p . on a 

a p = L(l,Xdtac(Q)) 2^ < L °o- 

P keN 3 d 
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Démonstration. — La fonction h est multiplicative puisque g et r le sont. Notant 
P = P(Li,L 2 ,Q) la somme à majorer, nous avons donc P ^ P'/log2 avec 

p- - nuM.Q) :=n( 1+ E ^™«^ )- (3,) 

p „ez| 

Nous commençons par montrer que nous pouvons nous restreindre au cas de 
formes primitives. Soit P' v = P p (Li, L 2 , Q) le facteur relatif à un nombre premier du 
produit (13. ip . Lorsque p\ i\i 2 q, le Lemme 1 permet d'écrire 

g(p ni ^^ v n z . LiMM) = e(j) n^ v n^ p n 3 ; L\, L* 2 , Q*) 

et ainsi 

P'{L U L 2 ,Q) = Il P;(Ll,L* 2 ,Q*) Il P;(L 1: L 2 ,Q) 



Il vient 



avec 



e ^,jr*,jr*-M,L 2 ,Q) < q(p^,p^,p^l* 17 l* 2 ,q*) 

v[ := max{ui - v p (£i),0}, v' 3 : = max{i/ 3 - v p (q), 0}, 



(3.2) 



L'inverse r^ -1 ) de la fonction r au sens de la convolution est donnée par 

r(- 1 )(di J d 2 ,d 3 )=M(di)M(d2Wd3). 
avec 1? la fonction multiplicative défini par 

m u-, ._ f Mf n )(l + Xdisc(Q){p n )), si n = 1 ou n ^ 3, 
1 Xdisc(Q)(p)> si n = 2. 

L'inégalité |r' -1 ^(di, d 2 , ds)\ ^ r{d\,d 2 ,d^) fournit 

\h{p v \p v \p^)\ = \{f*r^W\p v \p v *)\ ^ tf*rW\p v \p 1 '*). (3.3) 

De (I3.3D . nous obtenons l'inégalité 

P p ^ c p{ 1 + E {P 'fj^t l ) P v (3-4) 

avec C2 = 1/ log 2 et c p = 1 si p > 2 et 

Il est clair que 

, r(p^,p^,p^)log(p^^) ^ 
D'après le Lemme [TJ on a 
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pour i = 1,2. Lorsque les v'- sont fixés, les nombres de triplets v satisfaisant cela est 
au plus (v p (£i) + l)(v p (£ 2 ) + !)(%>(<?) + 1); e t pour ces triplets comptés nous avons 
lorsque v[ + v' 2 + v' 3 ^ 1 

vi + v 2 + v 3 ^ K +y' 2 + ^){v p {£i) + l)(v p (£ 2 ) + l)(v p (q) + 1). 

Nous obtenons 

Pp < cp((vp(h) + l)(v p (£ 2 ) + l)(v p (g) + l)) 2 logp 

^ Q(p< , gj , p"3 ; L* , L* , g*) log(pK+^+j ) \ 

^ 4((v P (£i) + 1)M40 + l)(w P («) + l)) 2 (logp)P;(LÏ, L*, Q*) 
r (p 1 ' 1 , p u * , p U3 ) log (p" 1 +"a +«* ) 



ce qui permet d'obtenir via (02} et ([331) P'(Li,L 2 ,Q) « L^P' {L\, L* 2 ,Q*). 

Nous supposons maintenant que les formes L±,L 2 ,Q sont primitives et majorons P'. 
Nous avons lorsque f G N les relations / T i(p î/ , 1, 1) = h(l,p u , 1) = issues du Lemme 
Etd), et lorsque de plus p \ 2disc(Q) 

h(l, = --Xdisc(Q)(p), M 1 ; ^P") < ^ + 1, 

issu du Lemme [3^2) et du calcul de r^ 1 \l,l,p k ). Ainsi la contribution dans la 
somme P p des exposants v tels que #{i : v i ^ 1} ^ 1 est lorsque p f 2disc(Q) égale 
à 0(logp/p 2 ). Du Lemme [3] et de (|3.3|) . nous déduisons la majoration 

w\p»\p^)\^i y, f(p ni ,P n \P n3 ) 



<2TT(i/i + l) max f(p ni ,p n2 ,p n3 " 

11 neJ 3 



i=l 
3 

^ TT(l/^ + \^ 2 pVl+V2+V3+kp-max{l/i+U2,Vl + lv3/ 2 ],l>2+ll>3/ 2 },V3} 

1=1 

où fc p = [up(disc(<3))/2] + v p (Ai2Ai3A23). Nous avons utilisé pour la première 
majoration l'inégalité \r~ 1 (p kl ,p k2 ,p ks )\ ^ 2. Lorsque max{z/i, v 2 } = 1 = v% et 
p f 2disc(Q)Ai2Ai3A23, on utilisera 

Cela permet de majorer la contribution des v tels que #{i : v% ^ 1} ^ 2. Nous 
avons ainsi 

n p? « i- 

pt2disc(Q)Ai 2 Ai 3 A23 

Il est clair que 

11 l i+ 2^ J^^OO- 

p|2disc(Q)Ai 2 Ai 3 A23 ^6^|o 
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Compte tenu de (|3.4|) . il reste à montrer 

II K « Llo- (3-5) 

p|2disc(Q)Ai 2 Ai 3 A 2 3 

La contribution à la somme P" aux indices satisfaisant max{ v\,v<i\ ^ es t 
d'après le point (3) du Lemme [3] 



< îogp y + i) 2 p min ^ i 'î'( disc ( Q ))/ 2 ]'^/ 2 ]>- iy3 < 



logp 



La contribution à la somme P!l aux indices satisfaisant max{[^3], 1} ^ ^2 ^ v \ est 
d'après le point (4) du Lemme [3] 

< logp V (l/ 2 + 1)^{^.«p(Ai2)}-2^2 ^ l ^ëP_ 

De même lorsqu'on intervertit les indices 1 et 2. Enfin les cas max{i/j, 1} ^ \\ v ?\ ^ 
i>i se majore de la même manière à partir du point (5) du Lemme El Enfin le cas 
où deux des Vj sont nuls s'appuie sur les points (1) et (2) du Lemme Ainsi, nous 
obtenons P 1 ' = 1 + 0(logp/p). Cela permet de montrer (|3.5p . □ 



4. Interprétation de la constante 

4.1. Densité p-adique. — Lorsque A G Z où a = v p (A), A G Z^o et n S N, nous 
considérons 

S x (A;p n ) := #{(x,y) G (Z/p n Z) 2 : p x xy = A (mod p n )}. 
Si q ^ n, il est facile de montrer 

c (A-r, n \ - / p2n ' si A ^ n, 

z\{^P ) <y p n+A (1 _ + a _ A ) ; si A < n. 

Posant 

Af„(p n ) := #{x G (Z/p n Z) 2 : u„(Li(x)) = v u v p (Q{x)) = ^3}, 
K(p n ) ■= #{x G {1/p nr Lf : v p (Li(y)) > v u u p (Q(x)) ^ ^3}, 
on a lorsque n z^i + v<i + 1/3 

M^(p n ) = p 2n - 2 ^- 2u2 - 2u * Q {p u \p U2 ,p^) 

M v (p n )= y (-i) ei+e2+e3 < +e (^). 

ee{o,ip 

Posant rrij = max{Aj, fj,j}, nous obtenons 

N^( P n )=P 3n+Xi+X2+Xa (i-yp) 3 Y M -^ n ) Il ( 1 +^- A i) 

+ 0(nV n ). 
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Faisant le changement de variables nj = uj+ej — A, et notant que Vj + ej rrij + ej ^ 
rrij, nous en déduisons 

(ta,m(p)=(i--) 



P 



,2(Ai+7ii+A2+ri2+A3+n3) 



X (_ 1 )e 1+e2 +e 3 JJ (1 + 



Or nous avons 



£ (-l) e (l+n-e) 

0ïÇe5Çmin{l,A+n— m} 

ce qui fournit donc 



1, si A + n — m ^ 1, 

1 + m — A, si A + n — m = 0, 



/ ]\ 3 g^max{mi,Ai+ni} pmax{m3.A3+n3}^ 

°"A,/x(p) ^1 p2(max{mi,Ai+ni}+...+max{m3,A 3 +n3}) 



nQ 



U 3 ^^max{/ii,Ai+ni}^ _ ^max{^3,A 3 +n 3 }-j 



P 



nQ 



P 



1 2(max{/^i,Ai+ni}+...+max{/J3,A3+n3}) 



et qui permet ainsi d'obtenir la densité p-adique introduite en (12. 6p . 

4.2. Densité archimédienne. — La variété définie en (|2.14p est le lieu des zéros 
des polynômes /ï(x, s, t) définis par 



On calcule le déterminant suivant 



/ a h §& ââ \ 

' 3si 3si dsi ' 

dfi m m 

ÔS2 8s2 ds2 

, dfl §J2 dh 

\ ds 3 ds 3 ds 3 / 



det 





/ 3 (x,s,t) = 


Q(x)/d 3 - 






/ -h 


\ 






det 


-t 2 







—tihts 




\ 


-ts ) 







Les variables U et Sj appartiennent à [l,+oo). Maintenant, nous pouvons définir 



Woo(^-, V) := lim 



1 




dtidt2<iU 



ou 



x^+^X 2 (logr'X) 3 JJ xe xTiJJJteT *i<2*3 

lûgti logt 2 log*3 



dxidx 2 , (4.1) 



T := U : 1 < ti < L<(x), 1 < i 3 < Q(x) 



log r'X ' log r'X ' 2 log r'X 



ev . 



Lorsque X tend vers l'infini, on a 



dtidt2di; 



dxidx2 



exn J J JteT hht3 

2 (log r'X) 3 duidit2dti3 dxidx2 



xex-R.'(X) J J JueV 
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où n'(X) = {x G n : Lj(x) ^ 1/X, Q(x) ^ 1/X 2 } et V := {u G V : m < 
logLi(x)/(logr'X), U3 ^ log Q(x)/(2 log r'X)}. Un changement de variable ho- 
mothétique fournit alors 

= X 2 [[ log(XLi(x)) log(XL 2 (x)) log(X 2 Q(x))dx 1 dx 2 

= 2X 2 (logX) 3 vol(^'(X))vol(U) + 0(X 2 (logX) 2 /(X)) 

avec 

I(X)= Il (l + |logL 1 (x)| + |logL 2 (x)| + |logQ(x)|)dx 1 dx 2 . 

Il est clair que vol(7£'(X)) = vol(7£) + o(l) et l'intégrale /(X) est bornée. Cela 
fournit bien u^K, V) = 2 vol(K) vol(V). 

5. Démonstration du Théorème [5] 

Avant de commencer la démonstration, nous notons que le Corollaire 1 de [T] 
fournit la majoration 

5(X)«L e 00 r 2 X 2 (logX) 3 . (5.1) 

Nous serons amenés à utiliser les majorations 

r'/{2L 00 ) < roo < vol(K) < 4r*,. (5.2) 

La majoration r' ^ 2r 00 L 00 est évidente ; la majoration de provient des relations 

6 2 Li(x) - 6iL 2 (x) a 2 Li(x) - aiL 2 (x) 

»i = ; ; , ^2 ~ 



6 2 ai - 6ia 2 " oia 2 - 6 2 ai 

où nous avons utilisé la notation (11.2p . Notre démonstration reprend les idées 
développées dans [5] et [S]. La première étape est un cas particulier d'un résultat 
dû à Marasingha [7J concernant le niveau de répartition que nous énonçons de la 
manière suivante. 

Lemme 5. — Soit e > 0. Lorsque L\, L 2 ,Q,7£ satisfont (H1)-(H3), X ^ 1, 
Ui, V 2 , V3 ^ 2 et V = V1V2V3, il existe une constante absolue A > telle que 



£ 

deN 3 



#{A(d)PiXTl d )-vol(R d )X 2 



(did 2 d 3 y 



«^(rooXvV + VXlogV) 



où 1Z d Ç 7£ désigne une région convexe dépendante de d. 

Démonstration. — Dans [7], la dépendance par rapport aux formes L%, L 2 et Q 
n'est pas indiquée, mais il est aisé de l'obtenir. De même, nous avons ajouté la 
possibilité d'avoir une région de comptage pouvant dépendre de d ce qui ne modifie 
pas la preuve. Nous ne donnons pas plus de détails. 

Nous nous contentons d'indiquer comment on peut étendre ce résultat à des formes 
non primitives. Fixant d' et £, le nombre de d tel que d' = d/(d,£) est inférieur à 
t(£). Nous avons A(d; Li, L 2 , Q) = A(d'; L*, L\, Q*). Ainsi, d'après le Lemme HJ le 
terme à majorer est borné par 

#(A(d'; Ll,LlQ*)n XK d ,) - vol^X 2 6 ^)^ 1 }^ 
La majoration du Lemme [5] dans le cas de formes primitives permet de conclure. □ 



r{h)r{l 2 )r{q) £ 

d'eN 3 
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Posons X' = r'X et Y = (r'X) 1 / 2 /(\og X) c où C est une constante que nous 
préciserons à la fin. Avec les notations (|1.2p . un des deux coefficients a\ ou 02 est 
non nul puisque les Lj ne sont pas proportionnelles. Supposons ai 7^ 0, le cas ai = 
et a2 7^ se traitant de la même manière. 

Nous majorons les sommes Sq(X) et S' (X) définies par 

S (X):= Y, r(L 2 (x))r(Q(x)) 1, 
xez 2 r\XK rfi|ii(x) 

Y<d 1 <2L oc X'/Y 
S' (X):= t(L 2 (x))t(Q(x))t(Li(x)). 

Li(x)^y 2 

Lemme 6. — Avec les hypothèses du Théorème^ on a 

S (X) « L% r 00 r'X 2 (\ogX) 2 log log X, S' (X) « L^r' X 2 (log X) 3 ~ 2C , 

Démonstration. — Soit t' la fonction multiplicative définie par 

T i (r y\ _ / 2 > si 1/ = 1, 

iP j " \ (^ + 1) 2 , si i/^2. 

Ainsi nous avons pour tout (ni, n 2 ) £ N 2 les inégalités r(ni)r(n 2 ) ^ r'(nin2) et 
t'('T'i) ^ r ( n i) 2 - Avec cette notation, nous écrivons 

So(X)$ E t'(X 2 (x)Q(x)). 

di|ii(x) 

Rappelant l'hypothèse ai 7^ 0, nous faisons le changement de variables d\U\ = Li(x) 
et u 2 = x 2 . Nous avons af(L 2 Q)(x) = (L 2 Q)(diMi - hu 2 ,u 2 ) = F dl (ux,u 2 ), où 

Fd 1 (ui,u 2 ) = {a 2 diui + Ai 2 u 2 ) (a 3 d 2 iif + di(aic 3 - 2a 3 &i)uiu 2 + Ai 3 u|), 

avec A12 et A13 définis en (|2.1ip . Ainsi, 

S (X)^ Yl E r'(F dl ( Ul ,u 2 )). 

die[y / ,2L 00 X'/y) ( Ul ,n 2 )ez 2 

«1 ^r'X/d! 

U2^roaX 

La forme («1,1/2) a des coefficients dont le pgcd divise Ai 2 Ai 3 . Le Lemme 1 
de pQ permet d'affirmer que le discriminant de F^ («1,1*2) est égal à d\c où c est un 
entier qui s'écrit comme un polynôme des coefficients des formes L%, L 2 et Q. Le 
Théorème 1 de pQ fournit alors 

V- j.* fJ yr^X^logr'Xf 



5 (X)«L £ oo \ ^(di 



^ ' N *' di 
dieiy^LocX'/y) 

où (f)*(m) = n p | m (l + VïO- Cela permet d'obtenir la majoration de So(X) annoncée 
puisque 

log r'X < log A" 

sous la condition r'X 1 ^ 6 ^ 1. 
Il est clair que la majoration 

s'o(x)^ E E T^ctii,!*)). 

«i^ 2 M 

M2 ^rooX 
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permet de la même manière d'obtenir la majoration de S' Q (X) annoncée. □ 

Nous imposons 2C ^ 1. Dans la suite, nous noterons implicitement 

._ / log <h log d 2 log d 3 
"~ VlogX'' logX'' 2 log A 7 , 

Le Lemme [6] permet de se restreindre au cas Lj(x) > Y 2 , puis d\ ^ Y et d 2 ^ X' 1 ^ 2 . 
En effet, si d\ ^ ^/Li(x), alors L\{x)/d\ est un diviseur de -^i(x) inférieur à ^jL\(-x). 
Ensuite, la majoration de la somme Sq(X) permet de majorer la contribution des d 
tels que Y < d\ < y / Li(x) ^ 2L oc X'/Y. De plus puisque |logLj(x) — logX'| ^ 
log(2Loo) + \og(X' /Y 2 ) changer d\ en Li(x)/di revient à changer 5\ = logdi/logX' 

1 /2 

en l — ôi. Nous faisons le même raisonnement pour imposer d 2 ^ X 1 . Cela justifie 



ainsi la restriction F Ç [0, \} 2 x [0, 1]. 



Nous obtenons 

S(X;V) = Si{X) + S 2 (X) + 0(L £ oo r oo r'X 2 (log XfloglogX), 



avec 



Si(X)'= E E E #(A(d)n*tt), 

fc(*) : = E E E E !• 

xGZ 2 nX7e di|Li(x) d 2 |L 2 (x) d 3 |Q(x) 

d 2 s:x' 1/2 <fe<|Q(x)|/X' 

(<5 1 ,5 2 ,Q(x)/(21ogX')-5 3 )eU 



Nous estimons S\(X) grâce au Lemme[5j II vient 



Si(X) = vol(K)X 2 



e (d) 



^ ^ (did 2 d 3 ) 2 

ÔGU 

/ „/2 



^ lo. 



(logX) C / 2 -^ (bgX)^ 



La conjonction (|5.ip et (|5.2p permet de montrer que le terme d'erreur de (|2.4|) est 
0(L^ r^ X 2 (logX) 3 ). En prenant C ^ 2, nous pouvons donc supposer que r' -C 
r 00 (logX) c '/ 2 . En choisissant C ^ 2A, nous obtenons 

Si(X) = vo\(TZ)X 2 M(X ] V) + OiL^r'X 2 (log X) 2 log log X), 

avec 

<5ev 

Nous estimons S 2 (X) grâce au Lemme [ïï] appliqué à la région 

K(r'd 3 /X) := {x G K : |Q(x)| > r'd 3 /X}. 

Nous pourrons nous restreindre aussi à l'ensemble x G X7£(r' 2 /(logX) 2 ) de sorte 
que nous puissions remplacer la condition (Si, S 2 , Q(x)/(2logX') — 5 3 ) G V par 
(Si,S 2 ,l-S 3 )eV. 

Montrons la majoration 

vol(K \ K(a)) < roov 7 », (5.4) 
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avec a := r'd^/X. Nous avons 0363 7^ avec la notation (11.20 . Nous pouvons 
supposer sans perte de généralité 03 > et donc 03 ^ 1. Nous faisons le changement 
de variable x[ = x\ + 03X2/203, x 2 = £2- Lorsque x £ 1Z \ 1Z(a), les nouvelles 
variables vérifient 

—a ^ (13X1 — b 3 x 2 ^ a 

avec b 3 := —(46303 — c 2 )/4a3. Lorsque b' 3 x 2 2 ^ a, 011 a \x^\ ^ \/2a et |x' 2 | ^ ce 
qui fournit une contribution à (|5.4I) inférieure à 2r 00 y / 2a. Lorsque 6 3 x 2 2 > a, on a 
y^jx^l G [i>~,î; + ] avec 



b' 3 x 2 — ce, i> + := \J b' 3 x' 2 + a 



On a 

+ _ — V 



r ' — r — ^ V2a, 



v + + v~ 

ce qui fournit une contribution à (15. 4|) encore inférieure à 2r 00 v / 2a. Cela clôt la 
preuve de (15.4p . 

En se restreignant encore àr'< r^log X)*^/ 2 , nous obtenons 

e (d)vol(K(r'd 3 /X)) 



s 2 (x)= x *y: e e 



(5i,<5 2 ,i-<5 3 )ey 

+ °( L - x2 ( (io S ^-, + (i^^r + W(iog*) 2 

= vol(K)X 2 Af(X; V") + 0(r x r' X 2 {R(X) + L^(logX) 2 loglogX)), 

avec 

et V l'image de y par la transformation £3 <-> 1 — J3. Nous montrons R{X) <C 
L^ c (logX) 2 . En effet, nous écrivons g(d.)/did2d,3 = (h*r)(d) et nous intervertissons 
les sommes. Il vient 



fc3<X' m 3 ^X'/fc 3 

avec i = 1,2. La somme intérieure en m est majorée par 0(L^ c (log X) 2 ) ce qui 
fournit la majoration souhaitée pour R(X) grâce au Lemme El En rassemblant ces 
résultats, nous obtenons 

S(X;V) = vol(TZ)X 2 (M(X;V) + M(X;V)) + 0(L £ 00 r 00 r'X 2 (lo ë X) 2 loglogX). 

Pour estimer M(X; V) défini en (15.3p . nous utilisons un lemme classique concer- 
nant la moyenne de convolée de fonctions arithmétiques. 

Lemme 7. — Soient g et h deux fonctions arithmétiques et C, C, C" trois cons- 
tantes telles que 

j^ \h(d)\lo ë (2d) ^ c ,,^ J2 9 -f = Clo g x + 0(C>). 

d=l d<x 
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Alors on a uniformément l'estimation 

E i9 *l ){n) =Clo g xjr^ + 0(C"(C + C% 

n^.x d=l 

Soit v une fonction de [0, 1] dans M continûment dérivable par morceaux de dérivée 
bornée. Alors on a uniformément l'estimation 

E^O^io g xf;M^„ (i)dt+o(c » ((7+c0 , 

n^x to d=l JU 

Nous ne rédigeons pas tous les détails de la preuve de l'estimation de M(X; V). 
Nous renvoyons le lecteur à la section [3] et reprenons certaines des notations de cette 
partie. Lorsque e > 0, on a 



E rdiSC( f = ^(1. Xdi S c(Q)) log x + 0(2^ , 

n£^.x 

avec Xdisc(Q) = ( dls ^ )■ Nous appliquons trois fois le Lemme \7\ pour estimer la 
sommation en d±, c?2 et <i 3 en choisissant pour g la fonction constante égale à 1 pour 
les deux premières et la fonction r disc (Q) pour la troisième fois. Nous notons ly la 
fonction caractéristique des S £ V. 
Nous avons 

miy ï \ sr sr 0* r )( d ) -< / lQ g <fr log <fe log 4 

Ey^ r disc(Q)(e3) 
^ ^ d 2 d 3 

d 2 ^X' 1 / 2 d3^X' e 2 \d 2 
63^3 

Ey^ h(di/ei,d 2 /e 2 ,d3/e 3 ) t log log rf 2 log cfe 
^ di V \logX'' logX'' 21ogX' 

^l^eildi 

Or la somme en d\ et e\ vaut, d'après le Lemme S] et le Lemme [TJ 



log^ log d 2 logjg \ , ^/ y^ h(h,d 2 /e 2 ,d 3 /e 3 ) 
[ogX"logX''21ogX'y' ° g ^ fci 

IM fc i>d 2 /e 2 ,cf 3 /e 3 )| log(2/ci)- 



+° E 



Al 



où v(x,t 2 ,t 3 ) := j ti ^ x lv(h,t 2 ,t 3 )dt 1 , donc 

' 1 log d 2 log d 3 



M(X;V-)=logX'E E E 



2 ' log X' ' 2 log X' 



y. rdisc(g) (es) h{h , d 2 /e 2 , d 3 /e 3 ) + Q( ( x>)2 x 
^ d 2 d 3 ki 



e 2 \d 2 

63^3 



où nous avons utilisé l'estimation 

^ v(\,t 2 ,t 3 ) - v(x, t 2 , h) < \ - x. 
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En réitérant deux fois cette manipulation, nous obtenons 

M(X; V) = 2(log X') 3 vol(V D [0, ±] 3 ) \{a p + 0{L% (log X) 2 log log X) 

p 

et 

M(X; F') = 2(log X') 3 vol(y' n [0, i] 3 ) JJ <x p + 0(74 (log X) 2 log log X). 

p 

En utilisant la majoration (|5.2[) pour vol (72.), et en observant que 

vo\(y n [o, i] 3 ) + voi(V n [o, i] 3 ) = vo\(y n [o, i] 2 x [o, 1]) = voi(v), 

nous obtenons l'estimation recherchée au Théorème [2j 

6. Démonstration du Théorème [3] 

Notre démarche est, bien entendu, d'appliquer le Théorème [2J La première étape 
permet de se ramener au cas où (Di,£i) = 1 et (D^,q) = 1. Avec la notation (|2.9|) . 
nous avons A(D; Li, L 2 ,Q) = A(D'; L*, L 2 , Q*), avec la notation (|2.10p . Posant 

A*(D') := {x G A(D'; L\,L* 2 , Q*) : {x u x 2 , D[D' 2 D' 3 ) = 1}, (6.1) 



nous avons 



et 



A(D')= U &A*(D"; L[,L' 2 ,Q') 

6|V>(D') 



max-K (Di),v p (£>£) , K (^3 )/ 2 l ) 



OU 



et 



D" 



TJi D> 2 D', 



(D[,by (D 2 ,by (D' 3 y) 



4 = 7^. 62Q 



(di,6)' ^ (d 3 ,6 2 ) 



Il en découle 



5(X,d,D;F)= ^ ^ r i~.— 

b|V(D')xeA*(D")n(X/6)^ 1 2 3 

où 

,/ ( à\ d 2 d 3 



.(di,6)' (d 2 ,fe) , (d 3! 6 2 )A 
Soient Z?' = D[D' 2 D' 3 et D" = D'{D 2 D 3 . Nous partitionnons en classes d'équivalence 
disjointes. Lorsque x et y G Z 2 satisfont (x, 7J") = (y,D") = 1, nous définissons la 
relation d'équivalence par x ~ y si et seulement s'il existe A S Z tel que x = Ay 
(mod D"). C'est une relation d'équivalence et les A doivent vérifier (X,D") = 1. 
Nous notons U(D") cet ensemble de classes d'équivalence et pour tout y £ A fixé 
avec A G U(D"), il est facile de vérifier 

A = {x G Z 2 : x = ay (mod D") avec a € Z où (a, D") = 1}. 

Posant 

V(D") = {A G : .4 Ç A*(D")}, 
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nous définissons pour A G V(D") et yo G A 

G{A) = {xëZ 2 :]a£Z tel que x = ay (mod D")}. 

L'ensemble G{A) est un réseau de dimension 2 de déterminant D" et A = {x G 
G(-4.) : (x, D") = 1}. Nous pouvons donc écrire 

S(X,d,T>;V)= Y, E Y^ T ^ A ^ V Ï ( 6 ' 2 ) 

6|V>(D') _4eV(D") e|£>" 

OÙ 

x6Ge(-4)n(X/b)7^ 1 2 J 

avec 

G e (A) = G{A) n{x £Z 2 : e | x} 

= {x £ Z 2 : 3a G eZ tel que x = ayo (mod -D")}- 

Nous sommes ainsi ramenés à un comptage sur un réseau de déterminant D"e. 
Préparons maintenant l'utilisation du Théorème [2] pour estimer T(X,A, e; V). Pour 
cela, nous définissons E un changement de variables de sorte que 

x G G e (A) x = Ev avec v G Z 2 , 

où E = (ei,e2) est la matrice de changement dans une base minimale de vecteurs. 
Ainsi |ei| et | e2 1 sont les minima successifs des normes des éléments du réseau G e (A). 
Puisque G e {A) Ç <5(D), nous avons 

Ô(D) ^ |ei| ^ |e 2 |, |ei|.|e 2 | > detG e (.4) = D"e. (6.3) 

Posant 1Z' E := {v G M 2 : Ev G TZ/b}, nous avons 

\ vol(K) volCR,) 

Nous pouvons écrire 

T(X,A,e;V)= £ r(Mi(v),M 2 (v),M 3 (v); V) 

avec Mj(v) = L'^Ev) / d' { , Ms(v) = Q'(Ev)/d' 3 . Les quantités intervenant dans le 
terme d'erreur du Théorème [2] satisfont les inégalités suivantes. D'une part 



r'(M,K' E )= sup max{|Mi(v)|,|M 2 (v)|,V|M 3 (v)|} 



v en> E 



sup maxdL'^x)!/^, |L' 2 (x)|/4, J\Q<(x)\/d 3 } 

xGTl/b V 

sup max{ \Lx (x) | /di , | L 2 (x) | /di , ylQ(xjÏM} 
r'^Lx.^Q.lZ) =r' d , 



ou 



:= sup max{|Li(x)|/di, |L 2 (x)|/d 2 , VlQ(x)|/d 3 }. (6.4) 
xe7e 

D'autre part 

Loo(M) = max{||M;||} < max{||Li||, ||L 2 ||, ||Q||}||£|| 

« L OQ (L 1 ,L 2 ,Q)D"e < L^D 2 . 
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Enfin 

ctiI \ ri i i n ^ r oo(7^) r c 

rcoXR-E) = SU P max-Oi|, |u 2 |} <C — r — = -7 

Posant 

1\3 ^ g{p u \p u \p"\M) 



° P ( E ) ■■=(}--) E 

le Théorème [2] fournit lorsque r' A X l ~ 2e ^ 1 



T(X, A, e; V) =2vol(U) vol(F)W(£)X 2 (log(rdX)) 3 

+ O ( roo r' d + rl)X 2 (log X) 2 log log X 



avec 



Notre tâche maintenant est de montrer que le nombre de termes sommés dans le 
membre de droite de (16. est petit. 

Lemme 8. — On a 

#V(D) < 8 w(DlD2D3) a(D, A), 

avec la notation (|2,12p . 
Démonstration. — La relation 

permet de se restreindre à des puissances d'un nombre premier p. De plus, d'après 
le Lemme O nous avons 

v p (A 12 ) > min{i/i, v 2 }, v p (A i3 ) ^ min{^, v 3 } 

à moins que g*(p Ul ,p U2 ,p U3 ) = 0. Examinons deux cas, les autres s'obtenant de 
manière analogue. Lorsque v\ ^ u 2 ^ ^3> le Lemme [2] fournit 

Q {"P 2 ,P 3 ) < i/ 3 +mm{i/i,^2,fp(Ai 2 )} _ u 3 +u 2 

ce qui convient. Lorsque v 3 > maxji/i,^}, le Lemme [2] fournit 

Q*(p U1 ,p U2 ,p U3 ) < Vl+V2 m in{[„ p (disc(Q))/2],[i^/2]} 

ce qui convient encore. □ 

En reportant dans (j6.2j) . nous obtenons sous la condition r d X 1_2e 1 

5(X, d, D; V) =2 vol(ft) vol(F)VFX 2 (log(r^)) 3 

+ O (L^D 26 a' (D , A)( roo r' d + r 2 )X 2 (log X) 2 log log X) 
avec 

W: = E E E^)^)- 

6|V)(D') ^.6V(D") e|D" 

Nous introduisons la fonction multiplicative vpo définie par 

V> (/\/ 2 ,/ 3 ) = max min{/3,/3 1 }+mm{/3,/3 2 }+mm{2 / 3,/3 3 }-2 / 3_ ,g g) 

^< max {/3 ll( 8 2 ,^3/2l} 



(6.5) 
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On observe que lorsque D 3 est sans facteur carré, on a 

MDi,D 2 ,D 3 ) = (Dt,D 2 ,D 3 ). (6.7) 
De plus, nous avons l'inégalité 

MDi,D 2 ,D 3 )^(D 1 D 2 D 3 ) 1 / 2 . (6.8) 

conséquence de min{/3,/3i} + min{/?,/? 2 } + min{2/3, f3 3 } ^ 2(3 + (/3i + /3 2 + ^)/2. 
Nous utiliserons 

b 2 D' D' 
D%2 = (D[,b)(D' 2 MD'3,b 2 ) * ÛdÇdÇdÇY (6 ' 9) 
Observons maintenant que la majoration 

W « L^y ^ffi'^ a'CD.A) « L e oc D £ a'(D, A) (6.10) 



découle de la deuxième majoration du LemmeHJet de la relation (|6.9 
La quantité définie en (16. 4|) vérifie 



^ r' A C r'. 



d\d 2 d 3 

Puisque W <C L^Z^a^D, A) d'après (|6.10p . on en déduit qu'on peut remplacer 
dans (16. 5p la quantité r' d par r'. Sous la condition supplémentaire r' A X l ~ 2e ^ 1 nous 
obtenons 

S(X, d, D; V) =2 vol(ft) vol(y)X 2 (log r'X) 3 W 

+ o((DL 0û ya'(D,A)(r 0û r' + r 2 00 )X 2 (logX) 2 loglogX^ (<> ' 1J ' 



Nous constatons que, lorsque d\d 2 d 3 ^ X e , la condition r^X 1_2s ^ 1 est une 
conséquence de r'X l ~ £ ^ 1. Il reste à remarquer que si d\d 2 d 3 > X e d'après (|5.ip 
nous avons 

S(X,d,-D;V) « « Ll.rlX 2 (log X) 3 

« L £ ooJ D £ r 2 X 2 (logX) 2 (loglogX). 

ce qui fournit (I6.11|) dans ce cas-là puisque W <C L^ D e a / (D, A) d'après (|6.10l) . 
Pour obtenir le facteur 1/ôÇD) dans le terme d'erreur, il suffît de constater que 

S(X, d, D; Li, L 2 , Q, K, V) = S(X, d, D; ÔL 1 ,ÔL 2 ,Ô 2 Q, K/5, V), 

avec ô = S(D). La valeur de r' est alors inchangée et la quantité est alors divisée 
par <î(D). Enfin, il est clair que les constantes obtenues dans le terme principal en 
facteur de X 2 (logr'X) 3 sont les mêmes puisqu'elles ne dépendent pas de X. 

Il est utile d'avoir une majoration uniforme de S(X, d,D) := S(X, d,D; [0, l] 3 ). 
Notre démonstration fournit facilement la majoration suivante. 

Lemme 9. — Soit e > 0. Lorsque L\, L 2 ,Q,1Z satisfont (H1)-(H3), d et D tels 
que di\ Di, on a 



5(X,d,D) « (^)V(D, A)( Vj0( g|^ 3) (r oo X) 2 (logX) 3 + 
où D' a été défini en (I2.10p et tpo a été défini en (|6.6p et satisfait (I6.8I) . 
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Démonstration. — Dans toute la démonstration, nous omettons de signaler la dé- 
pendance en V = [0, l] 3 . Au vu de (|6.2p . il suffit de majorer T(X,A, e; V). Posant 

T "(f) : = / 2, Sii ^' (6.12) 



nous avons 



T(X,A,e;V)^ Yl r"(M 1 (v)M 2 (v)M 3 (v)). 



VGZ 2 
«i<rooX/(|ei|6) 
v 2 <.r oc X/(\e 2 \b) 

Compte tenu de (j6.3fl . le Théorème 1 de pQ fournit alors 

T(X,Ae;y) « i -^ 1 (r 00 XniogXf + (DL ^^* . 

Ici, nous avons utilisé les relations 

5(D,L 1 , J L 2î Q) = 5(D',LÎ,^,Q*)<6J(D",L / l! 4,Q')- 



Puisque le nombre de termes sommés dans (I6.2p est 0(-D e a'(D, A)) et compte tenu 
de (16.9p . nous obtenons bien la majoration annoncée. □ 



La fin de la démonstration du Théorème [3] est consacrée au calcul de W. Étudions 
les termes sommés dans a p {E). Nous rappelons les notations (|2.7p et introduisons 
les notations suivantes 

À = v P (D' i ), $ = v p (Dl), A- = v p (d-), fi = v p (D), /j,' = v p (D'), 
f/' = v p (D"), e = v p (e), P = v p (b), v = vi + v 2 + v z 

où, par souci de clarté, nous avons omis d'indiquer la dépendance en p de ces va- 
luations. 
On a 

e {f\p u \p u \M) = #(A'(p' / \p V2 ,p V3 )nB(p Vl+V2+V3 )) 

où 

A'(p ul ,p U2 ,p U3 ) = {x G Z 2 : p u * +x > | /Li(x), ^ 3+Aa | p 2/3 Q(x)} 

et 

B(jpT) = {Ev : (Krç<p"}. 

Le théorème de la base adaptée permet d'affirmer qu'il existe une base (ei,e 2 ) 
de Z 2 telle qu'il existe (6ip mi , Ô2P m2 ) G N pour lequel la famille (ôip mi ei, <5 2 p m2 e 2 ) 
est une base de El? et (<5i<5 2 ,p) = 1. De plus, on a 5i5 2 p mi+m2 = detE = D"e et 
donc mi + m 2 = /x" + e. Nous pouvons remplacer B{p Ul+y2+v:i ) par 

{w = wi<5ip mi ei + W2Ô2p m2 e 2 : < Wj < p v } 

puis par 

{w = w lP mi e l + u; 2 p m2 e 2 : ^ Wi < p v } = B'(p mi+U ,p m2+u ) 

où 

B'(p kl ,p k2 ) := {w' = w'^i + w' 2 e 2 £EZ 2 : 0^ uÂ < p kj }. 
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Nous en déduisons les relations 

Q(p ul ,p V2 ,p V3 ,M) = #(A'(p v \p U2 ,p U3 )nB'(p v+mi ,p v+m2 )) 

pmi+m2 

_ #{N{p v \p V2 ,P U3 ) n B'(yHV'+ £;p i'+M"+ E )) 

Nous réécrivons cette relation 

e (p"i,p»*,p»*,M) _ #(A'(/ 1 1 / 2 ,^)n6'(/ + ''" +e ,p 1 ' + ''" +£ )) 

p2ï/! +2î/ 2 +2i/ 3 +Up (D"e) ~~ p2(i/+//'+e) 

_ #{A'{p ul ,p U2 ,p U3 )nB'{p u+ > 1 " +1 ,p u+ t I " +1 )) 

La dernière égalité est un passage subtil de la démonstration. Pour e = 1, elle est 
claire mais, pour e = 0, il faut observer que les conditions incluses dans l'ensemble 
A' (p Ul , p V2 , p U3 ) ne dépendent que de la valeur des coordonnées modulo p u+ ^ . Nous 
sommes maintenant en mesure de sommer par rapport à A G V(D") et e. Comme les 
termes sont multiplicatifs, il suffit de sommer (— f ) £ a p (E)p~^ Vp ^ D " e ^ +2 ^ par rapport 
à p , V(p Ml ,p M2 ,p At 3) et p £ avec (3 ^ maxj/i'j,^, \/i' 3 /2\} =: B' et e < max{l,//'}. 
Cette somme vaut W = ]ïï w p avec 

J L L „2(i/+m"+1+/3) 
OÙ 

Q'(p v \p v \p v *;p k ) = #{w' G [0,/) : | p^(w'), p N3 | p 2/3 Q(w'), p{ w'} 

avec la notation (|2,7|) . La fonction g'(p Ul , p^ 2 , p 1 ' 3 ; p k )/p 2k ne dépend pas de A; pourvu 
que k ^ u + 1. Puisque fi" ^. fi' + B' — /3, nous pouvons écrire 

1\3 ^ ^ g'(p ul ,p U2 ,p ,/3 ;p ,/+ ^ +1+B '-' 3 ) 



w 



'■ ■ \ 1 ~) X! X 



v j ^ ^ v 2{v+n'+l+B') 
0^/3^B' F 



En faisant un changement de variables p^w' = w, la valeur de (3 correspond à la 
valuation p-adique de [p w' l ,p^w' 2 ,4'{p^ 1 -.P^" 2 iP^ 3 )) ■ La somme intérieure en (3 vaut 
donc 

^-^#{w G [0,p^' +l+B ') : p N * | L<(w), p^ 3 | Q(w)} 



p2(i/+/i'+l+B') 



' -#{w G [0,^+^+^) : p N > | Li(w), p^ 3 | Q(w)} 



p2(iVi+JV 2 +JV 3 ) 

puisque les conditions de divisibilité définissant cet ensemble ne dépendent que des 
valeurs des coordonnées de w modulo p N i+ N 2+ N z . Étant donné la notation (12.71) . 
nous obtenons bien w p = <7 p (d, D) la relation recherchée. 

7. Démonstration du Théorème Q] 

Dans toute cette partie, l'ensemble V est toujours [0, l] 3 et nous n'indiquons plus 
ce choix. Pour relier T(X) au résultat établi au Théorème [3j on commence par 
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montrer une formule d'éclatement qui pallie la non-complète multiplicativité de la 
fonction r. 

Lemme 10. — Lorsque n = (ni, n 2 ,ns) £ N 3 , on a* 

nnm 2 n 3 ) ^ 2 ^^))+^ d ^)) \d 2 dj Kd^J Kd^J' 

dGN 3 

didj\n k 

où {i,j,k} = {1,2,3}. 

Démonstration. — Nous partons de la formule 

r(nro) = £ Mt(£)t(J%). (7.1) 

d|(n,m) 

Celle-ci se montre en remarquant que les deux membres de l'égalité sont des fonctions 
multiplicatives qui sont identiques sur les couples de puissances de nombre premier. 
Ainsi 

r(mn 2 n 3 )= £ M (d) T (^)r(^). 

d\(n\n2,n3) 

Le nombre de manière d'écrire d = d 2 d\ avec d 2 \ n\ et d\ \ n 2 lorsque d est sans 
facteur carré est égal à 2^ d ' ni ^ = 2 w (( d i.™i))+^(( rf 2,n 2 ))_ n vient 

^ H(did 2 ) /m n 2 \ / n 3 \ 

r(mn 2 n 3 ) = ^ ^k.^-M^)) T U^J T \d^ 2 ) ' 

did2|n3,<ii|ni 1 (i2|n2 

ce qui fournit la formule du lemme après application de (17. ip avec n = n\jd 2 et 
m = n 2 jd\ pour calculer r{n\jd 2 x n 2 jd\). □ 



Le lemme suivant permet de minorer <5(D) la quantité définie en (|2.8|) . 

Lemme 11. — Lorsque (Di,D%) et (D 2 ,Z) 3 ) sont sans facteur carré, le ppcm 

- (Di,D 3 ) (D2,D 3 ) lPi,£> 2 ) - 

.(Di,D3,Ai3)' CD 2 ,.D 3 ,A 23 )' (DuD^Au). 

est un diviseur de ô(D). 

Démonstration. — Nous rappelons la notation ()2.1ip . Nous avons les implications 
d | Li(x), d | L 2 (x) =>- d | Ai 2 (xi,x 2 ) =^ d/(d, A 12 ) | (xi,x 2 ), 
d | Lj(x), d | Q(x) =^ d | A i3 (x 1 ,x 2 ) =>- d/(d, A i3 ) | (xi,x 2 ) 

si |//(d)| = 1. Le résultat découle aisément de ces implications. □ 
Appliquons maintenant le Lemme [TU] aux termes sommés dans T{X). Nous avons 

e6N 3 xeXTi 

xeA(e2e3,eie3,eie2) 

où fei = (ei,Li(x)) et k 2 = (e 2 ,L 2 (x)). Il vient alors 

eGN 3 k=(/ci,fe 2 ,fci,fc^)eN 4 

fei kj 1 6i 
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avec 



r., t (x) 



x£A(e,k)nX7£ 



Li(x)\ /L 2 (x)x /Q(x) 



e2e3 



eie 3 



eie 2 



où A(e, k) := A([e2e3, kxk^], [eie 3 , k2k' 2 ], exe 2 ). Nous avons sous les conditions kik[ | 
et |/i(eie2)| = |/u(e 3 )| = 1, la relation A(e, k) = A([e2e3, k], [eie3, k], eie 2 ), avec 
= kik[k2k'2- Ainsi la somme T ei k(X) ne dépend que de k et, à fc | eie2 fixé, nous 
avons 

M&iM^) _ fJ>((k,e 1 ))fi((k,e 2 )) _ fi(fc) 



k=(/ci,fc 2 ,fci,fc 2 )eN 4 



2 u;((fc,ei))+u;((fe,e2)) 2 w ( fe ) ' 



puisque le produit eie2 est sans facteur carré. 
Nous avons donc 



T(X) = £ M(eie 2 )M(e 3 ) E ^) T ^ 

BGN3 



fc|eie2 



2w(fc) " 



(7.2) 



avec T e:k {X) = S(X,d,D) et 

d = (e 2 e 3 ,eie 3 ,eie 2 ), D = ([e 2 e 3 , k], [eie 3) fc], eie 2 ). (7.3) 

Afin d'appliquer le Théorème El nous étudions chacune des quantités qui intervien- 
nent dans l'énoncé. Puisque 

e 2 | (D 1 ,D 3 ), ei \ (D 2 , D 3 ), [e 3 , k] \ (Dx,D 2 ), 

le Lemme [TU montre que 

ex e 2 [e 3 ,fc] 



-(ei,A 2 3)' (e 2 ,A 13 )' ([e 3 ,fc],Ai 2 
Puisque ex et e2 sont premiers entre eux, nous obtenons 



[eie 2 ,e 3 , k] 



eie 2 



[e 3 ,£;] 



<5(D). 



(7.4) 



([eie 2 ,e 3 ,A;], A13A23A12) L (ei, A 23 )(e 2 , A i3 ) ' ([e 3 , k], A 12 ) 
Enfin la relation k\ex&2 fournit 

[eie 2 ,e 3 ] . 
([eie 2 ,e 3 ], Ai 3 A 23 Ai 2 ) 

Dorénavant, les formes Lx, L 2 et Q sont fixées et les constantes implicites dans les O 
dépendent des coefficients de ces formes et de supremum de la norme des éléments 
de 1Z. Nous pouvons donc supposer que r' <C r œ <C 1 d'après (|5.2[) et a'(D, A) <C 1. 

Pour montrer une majoration de T e ^{X), on utilise la valeur de 5ÇD) = ô et on 
somme les x en fonction de la valeur de (xx,x 2 ) = Sf avec / 1. Il vient 

T e>k (X) ^ E E ^/£i(y)M^ 2 (y)M<5 2 / 2 Q(y)) 



fen yez' 2 n(x/6f)K 
(2/1,2/2)=! 



E r(L 1 (y))r(L 2 (y))r(Q(y)) 



y ez 2 n(x/5/)7e 
(2/1,2/2)=! 



< £r(«)M/) 4 E r"(Lx(y)L 2 (y)Q(y)), 



feN 



y ez 2 n(x/6f)n 
(2/1,2/2)=! 
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où la fonction t" a été introduite en (|6.12p . D'après le Corollaire 1 de pQ, la somme 
intérieure en y est <C (X/ôf) 2 (log X) 3 ce qui fournit d'après (|7.4p 

T e , k (X) « ^(logX)^ « X\lo g Xf T f^ e f . 

La contribution des e dans la somme (|7.2p définissant T(X) tels que e = eie 2 e 3 ^ 
(logX) 2 est donc majoré pour tout e > fixé par 

«x 2 (lo g x) 3 £ ^#J> 2 

e^(logX) 2 m 2 \e 



m 2 ' / 2 

mcn /^max{l,(loga;) 2 /r?i 2 } 
« X 2 (logX)^/ 2 £ 2 T Ïî7 ,2 « * 2 (l°g*) 2+£ , 



m 2 + (log x) 

où m = e/[eie2,es] = (eie 2 ,e 3 ). Lorsque e < (logX) 2 , le Théorème [3] fournit 

TeA x) =2voi(^)^(io g /x)3n^(d,D )+0 ( e£X2 ( 1( ; ë ^ 2l( ; ëloëX 

p V [eie 2 ,e 3 J 

où, dans la somme <r p (d, D), le couple (d, D) est défini par (|7.3p . Comme L> 3 est 
sans facteur carré, nous pouvons utiliser (|6.10p couplé avec (|6,7p . Nous avons 

T\a (d D) < flsM^L^l^l < e £ (eie 2 ,e 3 )fc ^ e £ (e x e 2 , e 3 )(e 3 , fc) 
Ai p ' D' [e 2 e 3 , fc][eie 3 , fc]eie 2 (eie 2 e 3 ) 2 

Nous en déduisons l'estimation 

T(X) = 2vol(ft)CX 2 (logX) 3 + 0(X 2 (logX) 2+£ ), 

avec 

C=X>(e iea )M(es) E ^§II^ d ' D )- 

eeN 3 fc|eie 2 P 

Nous nous consacrons maintenant au calcul de C. Pour des raisons de multiplica- 
tivité, nous avons C = fj ( 1 — - ) C p avec 



C p := £ (-l) £l+£2+£3 E (-l/2)«+« ^ QiNuN^Na), 
ee{0 ' 1}3 o <f r< e " 6Z >° 

min{ei,e 2 }=0 us^s^ 

avec 

A^i := max{Ki,e 2 + e 3 + z^i}, iV 2 := max{K 2 , e% + e 3 + u 2 }, N 3 := e± + e 2 + ï/ 3 
et 

g(n 1 ,n 2 ,n 3 ) = Q p (n 1 ,n 2 ,n 3 ) := p2ni + 2n2 + 2n3 ■ 
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Pour simplifier les calculs nous fixons p et n'indiquons plus la dépendance en p de 
~g p . Nous intervertissons les sommations. Il vient C p = Ylvez^ c p( u )> avec 

c p {v) =g(vi, V2, v 3 ) - Q(vi, V2 + 1, 1/3 + 1) + ^(max{^i, 1}, z/ 2 + 1, î/ 3 + 1) 

- g(vi + 1, f 2 , v 3 + 1) + ^(^1 + 1, max{i/ 2 , 1}, z/3 + 1) 

- ~q{vi + l,i/ 2 + 1, ^3) + ^(^1 + 1, ^2 + 2, z/3 + 1) 
+ \g[y x + 2, z/ 2 + 1,1/3 + 1). 

Soit Sq la fonction caractéristique sur Z^q du point 0. Nous avons 
£(max{ï/i, 1}, z/ 2 + 1, 1/3 + 1) =ë(^i, ^2 + 1, 1/3 + 1) 

+ s {v 1 )(g(i, î/ 2 + 1,1/3 + 1)- £(0, î/ 2 + 1, ^3 + 1)) 

et 

~q{v\ + 1, max{z/ 2 , 1}, 1/3 + 1) =q{v\ + 1, i/ 2 , v 3 + 1) 

+ £0(^2) {g[yi + 1, 1, ^3 + 1) - ëOi + 1, 0, 1/3 + 1)) • 

Nous avons 

C P ( V ) =&(V1,V2, V 3 ) - \Ù{V\-, "2 + 1, I/3 + 1) 

+ |«5o(vi)(e(i, ^2 + 1,1/3 + 1)- ë(0, ^2 + 1, ^ + 1)) 

- \~5{vi + 1, ^2, 1/3 + 1) - Q(vi + l,l>2 + 1, ^3) 

+ ^0(^2) + 1, 1, iaj + 1) - + 1, 0, 1/3 + 1)) 
+ + 1^2 + 2, 1/3 + 1) + \giyi + 2, i/ 2 + 1, ^3 + 1). 

Nous observons des simplifications entre le premier et le cinquième terme avec une 
contribution égale à 

Y Q(vi, v-2, 1/3) - q{vi + 1, Vi + 1, 1/3) 

= Y {g(0,v,u 3 ) + g(^0,u 3 )-g(0,0,u 3 )). 

(^ 3 )ez| 

Nous observons des simplifications entre le deuxième et le huitième terme avec une 
contribution égale à 

Y - \q(v u v 2 + 1, v 3 + 1) + \g{v x +2,u 2 + 1, 1/3 + 1) 

= ~è 2 (^(0,î/ 2 + 1,1/3 + 1)+ ë(l,^2 + 1,1/3 + 1)) 

(«/2,ï/3)ez| 

de même entre le quatrième et le septième. Nous obtenons alors 
C P = Y (Q(0,v,v 3 )-g(0,v+l,v 3 + l) 

+ q(v, 0, 1/3) - g(y + 1, 0, 1/3 + 1) - ë(0, 0, î/ 3 )) 
=ë(0, 0,0)+^ (ë(0, i/, 0) + ë(i/, 0, 0) + ë(0, 0, !/)) . 

Cela clôt la démonstration. 
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8. Démonstration des corollaires 
8.1. Démonstration du Corollaire [H — Une inversion de Mobïus fournit 
S*(X,d,~D;V) = J2fi{k)S(X/k 1 d,-D;kL 1 ,kL 2 ,k 2 Q,TZ;V). 

Nous appliquons le Théorème O Nous commençons par estimer la contribution du 
terme d'erreur. La valeur r' associée satisfait 

r'{kL 1 ,kL 2 ,k 2 Q,k 2 H) = kr'(Li,L 2 , Q,TZ) (8.1) 

et donc l'ensemble V est le même pour tous les k. Pour chaque valeur de k, la valeur 
de a' associée est ^ a'(D, A). Le terme d'erreur est donc 

« (DL^Ya'CD, A) (fcr^r' + r 2 J-^(logX) 2 loglogX 

La somme de ce terme pour k ^ K := logX est englobée dans le terme d'erreur. 
D'après le LemmeEl la contribution des k G {K,r 00 X\ est majorée par 

« (£)L 00 ) e a'(D, A)((r 00 X) 2 (logX) 3 £ Âr 2+£ + (r 00 X) 1+£ (logX)) 

k>K 

« (-DL 00 ) e a'(D, A)(rooX) 2 (logX) 2+e 

où nous avons utilisé r^X ^ 1. 

Il reste à évaluer la contribution du terme principal qui, compte-tenu de (|8.ip . 
vaut 

2vol(7£)vol(F)X 2 (logr'X) 3 ^ n(k)W k 

avec 

p ^ez| 

Ici, nous avons k = w p (A;) et 

^ ^ „ _ #{X g [O^i+^+iVa) : pNi | pK £i) ^3 | p 2n Q] 
Qk\P 'P >P ) p2N 1 +2N 2 +2N- i ' 

avec les notations (|2.7p . Nous pouvons considérer la somme entière (ie sans la 
contrainte k ^ K) puisque, d'après (|6.10p . Wk <C (DL 00 ) e k~ 2+e . Nous faisons les 
mêmes manipulations qu'à la fin de la démonstration du Théorème [3] sans indiquer 
les détails. Nous obtenons 

X>(fc)w* = IK 

fceN p 

avec 

fez| k6{o,i} 

avec a* (d, D) défini en (|2.16p et (|2.17p . Lorsque v p (D) = 0, nous avons utilisé le 
fait que 



jjz,n, „2 

k€{0,1} F 1 



Cela achève la preuve du Corollaire [TJ 



LE PROBLÈME DES DIVISEURS POUR DES FORMES BINAIRES DE DEGRÉ 4 



33 



8.2. Démonstration du Corollaire [2l — Pour un entier n E N, nous désignons 
par V(n) l'ensemble des facteurs premiers de n. Nous utilisons la notation S = 
"P(Ai2Ai3A23). Nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 12. — Soit g une fonction multiplicative satisfaisant (|2,19p pour un ï]q 
fixé. Il existe r/i G (0, 770) tel que 

\Ksi)v(s2)n(s 3 )\\g{m l m2'm 3 )\ ^ J 
^ (m 1 m 2 m 3 siS2S 3 ) 1 / 2 - r ' 1 

m,seN 3 
V(m,iSi)ÇS 

soit bornée. 

Nous n'indiquons pas la preuve qui est immédiate. Notons seulement que comme 
S est fixé, les Sj qui sont sans facteur carré sont bornés. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Corollaire Introduisons 
les entiers mj entièrement définis par 

P(L i (x)/m î )ncS = P(Q(x)/m3)ncS = 0, V{mi) Ç S. (8.2) 

Puisque (x 1,^2) = 1 ; les L,(x)/mj et Q(x)/m 3 sont premiers deux à deux. Nous 
écrivons 

ff (L 1 (x),L 2 (x),Q(x);y) 

= £ (i*fc)(fc) £ IRi*ft)fo) 

fc|mim2m3 (?;|Lj(x)/mj, Ç3|Q(x)/m,3 j=l 

ki=(k,rrii) I log fciqi logfc2<?2 log fc3<?3 r ,/ 

V logr'X ' logr'X '21ogr'X/ 



= Y. 0-*h)(k) h (did2d 3 ) 

k\mim2m,3 dGN 3 iidi\Li(-x.)/m,i, t-sdz\Q(x)/mz 

ki = (k,mi) (di,d2,ds) = l I log k 1 t 1 d i log k 2 l2 d 2 log £313^3 'j r T/ 

•P(d I ) n '5 = ^ logr'X ' logr'X ' 2 logr'X / 

où dans cette formule les rrij satisfont les conditions (18.2p . Nous pouvons alors écrire 

log kjAdi log k 2 £2d 2 log k 3 £ 3 d 3 \ y ( jog^i log ^2 log ^3 \ 
logr'X ' logr'X '2 logr'X / V log r'X ' log r'X ' 2 log r'X ) 1 ' j ' 

avec vol(V(k, d)) = vol(V) + 0(log(md)/ logX). Nous avons donc 

t;{x-v)= Y, E (i*>0(*0 E 

meN 3 k:\m1m2m3 dgN 3 
V(mj)ÇS kj=(k,mj) (d lt d2,d 3 )=l 

V{dj)C\S=Q 

,t^) W «x)_ M 

Vmiai modo rn-sa-? 

(xi,X2) = l 
•P((LiL2Q)(x)/mim2m 3 )n5=0 

= E E (i*>0(*) E ^1^3 

meN 3 fc|mirrt2m.3 d.sGN 3 
V(mj)CS kj=(k,mj) (d±,d2,d3)=l 

P((ij)n5=0,P(sj)C5 

x M ( S1 ) M ( S2 ) M ( S3 )5* (X, d', D'; F (k, d)), 
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avec 

d' = (midi,m 2 d2,m 3 d 3 ), D' = (simidi, s 2 m 2 <i2, s 3 m 3 d 3 ). 

Nous choisisssons M = (logX) 2 /^ 1 avec rji issu du Lemme [T2l Nous appliquons le 
Corollaire [T] lorsque di,Si,rrii M alors que nous faisons appel au Lemme [ïï] sinon. 
Rappelons que les Si sont bornés donc ils peuvent être pris ^ M. La contribution 
du premier terme du majorant donné par le Lemme [9] avec le choix e < 771/3 des 
m, s, d tels que maxjjcij, rrii} > M est donc 

< E {m f S) l /2 \g(m)h(d)S*(X,d',V')\ 

^— ' logA 

m,s,deN 3 
(di,d 2 ,(i3)=l=|/i(s i )| 
P(d 4 )n<S=0,P(miSi)Ç5 

<<*> g *,- E !Mf E J£M_«* >g *,- 

rfeN m,seN 3 v 7 

IM^)l=i 

V(rniSi)CS 

avec m = mim 2 m3, s = sis 2 S3 et d = didad®. Ici, nous avons utilisé la majoration 

T(d) 2 « d r >^ 6 . 

Nous utilisons la relation md <C X sous la forme 1 <C (A~/mti) 1_3£ . La contribu- 
tion du second terme du majorant donné par le Lemme [9] des m, s,d est 

«* 1+£ E \9(m)h(d)\(mdf«X^ E S^' « X ^ 

m.deN 3 m,deN 3 
(di,d 2 ,d3)=l P(m)Ç5 
P(d i )n5=0,7 , (m i )Ç5 

pourvu que 1 — 4e ^ ^ — r/o- 

Puisque vol(V(k, d)) = vol(V) + 0(log log X/ log X), la contribution du terme 
principal du Corollaire [T] est 

2 vol(ft) vol(F) A~ 2 (log r'X) 3 CT 



avec 



C* = E 5("T.i"T.2"i3)^(did 2 d 3 )^(si)^(s2)^(s3)^(s,m, d). 

m,s,dgN 3 
(dl,(i2,<i3)=l 

•P(di)n5=0,P(miSi)Ç5 

Ici, nous avons étendu la somme au maxjjcij, s», nii} > M en majorant W(s, m, d) 
grâce à (16.10p . La même méthode que ci-dessus fournit un terme d'erreur acceptable. 
Il reste à vérifier la valeur de C*. Posons 

et £>*(1, 1, 1) = 1 — 1/p 2 . En écrivant la somme définissant C* sous forme de produit 
eulérien, nous obtenons 

cr *=n( 1 -;) 8 ^ 

p 

avec C* ayant deux expressions suivant que p £ S. Lorsque p G S, nous avons 

c;= E 5(P w+At2+M3 ) E (-ir +CT2+(j3 E q*{p n \p N2 ,p n *) 

/xez| <re{o,i} 3 ^ez| 
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avec la relation Ni = max{<jj + fa, fa + Ui} alors que lorsque p S nous avons 



Cl 



Lorsque p ^ 5, nous avons Q*(p Vl ,p U2 ,p U3 ) = quand #{i : Vi ^ 1} ^ 2. Nous 
obtenons après changement d'indices 

c;= E T(p u '\p u *,p v *) E Hp Si+52+S3 ) 



0^5, <i/ 



E eV^-^ 3 ) E 



+52+53 i 



«5ez| 

0<5i<^' 



où nous avons utilisé la relation /i * 1 = g * \i. Grâce à (|2.18p . nous obtenons 



C * P = Y, 9{p vi+U2+V3 ) E (-!) c 

<re{0,l} 3 



vi+U2+U3^:l 



= E 9(p ui+U2+Ki H(^^,^). 

Lorsque p G S, nous obtenons après changement d'indices 

c;= E e*(p N \P N2 ,P Na ) E q(p^ 2+ ^) E (-i) cti+ct2+CT3 . 

Nez| Mez| i/ez| ,<Te{o,i} 3 

ce qui fournit encore grâce à (I2,18p et une interversion des sommations 

c;= E 9(p ui+U2+u? ')-q ] m^^)- 



Notons /ijy(n) la fonction multiplicative en n définie, lorsque r = : ^ 1}, 
par 

p(p n ), si n = ou r ^ 1, 
— r, si n = 1, r ^ 2, 
1, si n = 2, r = 2, 

fa,[p n ) = \ 3, si n = 2, r = 3, 

0, si n ^ 3, r = 2, 

— 1, si n = 3, r = 3, 
0, si n ^ 4. 

Lorsque A12A13A23, la condition Q*(p Vl ,p V2 ,p V3 ) 7^ implique faj(p n ) = p-(p n ) 
et ainsi nous avons 



{9 * ^)(p^ 1+l/2+l/3 ) = (1 * h){p Ul+U2+u *). 
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Or 

max{^i ,(Ti}=Ni —fJ.i 

et lorsque fj ^ Nj nous avons 

Il est facile alors d'en déduire la formule 

C P~ 2^^*M[P ) 2v 1+ 2v 2 +2» 3 ■ 

8.3. Démonstration du Corollaire [3l — Nous déduisons le Corollaire [3] du 
Corollaire El via une intégration par parties. Sa forme n'étant pas usuelle, nous 
fournissons quelques détails. La formule 

1 f x dt 1 



2 



max{|xi|,|x 2 |} 2 imaxllxil,!^!} * 3 ^ 2 
implique après une interversion de sommation l'estimation 

T' g (X ] V') = 2 J Y, 5'(^i(x),L 2 (x),Q(x) ; y')^ + 0((logX) 3 ). 

(xi,X2) = l 

Puisque la contribution des x G Z 2 n tj (log f)7£ est majorée par 0((logX) 3 ), on peut 
remplacer la condition 

'logcq logd 2 logd 3 logmax{|xi|, |x 2 |}\ , 



îogy ' log y 2iogy îogy 

par 

' log di log d 2 log d 3 



log r't ' log r't ' 2 log r'i 



t,Y 



avec 



-l og log(3t) \\ log F , T ,, ^ T ^ 
log(3t) // logr' 

Ici, nous avons utilisé la relation logr' <C 1. Puisque 



loe y \ 3 f 

V ol(Vt,y) = ( r -2— ) / dtidt 2 dt 3 , 
aogr t/ y( tl) t 2>t3) io g t/iogr)€V'nV ' 



le Corollaire [2] fournit alors 



/•A 



xez 2 nm 

(xi,x 2 )=l 



4C*vol(^)(lo g y) 3 f [ dtidt 2 dt 3 — 

A y(ti,t2,t 3 ,iogt/iogV)eV'nv r ' t 

+ 0((logX) 3+£ ) 

4C* vol(ft) vol(V n F '(logX/lo g y))(log y) 4 + o((io g x) 3+£ ; 



LE PROBLÈME DES DIVISEURS POUR DES FORMES BINAIRES DE DEGRÉ 4 



37 



Références 

[1] R. de la Bretèche and T.D. Browning, Sums of arithmetic functions over values of 

binary forms. Acta Arith. 125 (2006), 291-304. 
[2] R. de la Bretèche and T.D. Browning, Binary linear forms as sums of two squares. 

Compositio Math. 144 (2008), 1375-1402. 
[3] R. de la Bretèche and T.D. Browning, Manin's conjecture for quartic del Pezzo surfaces 

with a conic fibration, soumis (2008). 
[4] S. Daniel, On the divisor-sum problem for binary forms. J. Reine Angew. Math. 507 

(1999), 107-129. 

[5] D.R. Heath-Brown, Linear relations amongst sums of two squares. Number theory and 
algebraic geometry, 133-176, Lond. Math. Soc. Lecture Note Ser. 303 CUP, 2003. 

[6] G. Marasingha, On the représentation of almost primes by pairs of quadratic forms. 
Acta Arith. 124 (2008), 327-355. 

[7] G. Marasingha, Almost primes represented by sets of quadratic and linear forms, soumis 
(2008). 



September 8, 2009 

R. de la Bretèche, Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Paris 7 Denis 
Diderot, Case Postale 7012, 2, Place Jussieu, F-75251 Paris cedex 05, France 
E-mail : breteche@math.jussieu.fr 

T.D. Browning, School of Mathematics, University of Bristol, Bristol, BS8 1TW, United Kingdom 
E-mail : t . d . browning@br istol .ac.uk 



